
��� �����	 v0 = 250 
�� �
250

3.6
���

v1 = 240 
�� �
240

3.6
���

v2 = 0 ���

t0 = 0 �

t1 = 6 �

t2 = 52 �

��
�	 �� ������������ a

�� ����������
� s

����� ��� �	� �
��	�	��� �� ����
���	���� v̇ = s̈ 
�

���� ���������	���� a� �� �������

a = v̇ =
dv

dt

���������� ��� ��� a �� ����
���� 
��������

t0 ≤ t ≤ t1	

a =
v1 − v0

t1 − t0
= −0.46 ���2

�����	� �������� ������ v = ṡ �	������

t1 < t ≤ t2	

a =
v2 − v1

t2 − t1
= −1.45 ���2

�



��

v = ṡ =
ds

dt
⇒ s =

∫ t2

t0

v dt

���������� ��� ��� s = s1 + s2 !��

s1 =
(v0 + v1)(t1 − t0)

2
= 408 �

A = y�����h =
(y1 + y2)h

2

s2 =
(v1 + v2)(t2 − t1)

2
= 1533 �

∴ s = s1 + s2 = 1940 �

�



"#� �����	 a = 10 − 0.4s

v = 4.0 ��� ��! s = 0

��
�	 v !$ s = 10 �

%�������� ���� &���'�	 �
���	� ��� ���
��� �������� �	��� ������ 
� �	��

�� ����� �����

at ds = v dv (1)

(�����)�� ������� �$ at = a !�� a �� ����

�������������� � 	 ����!� 
� ���������������	���� an =
v2

ρ
= 0�

(1) ⇒
∫ 10

0

(10 − 0.4s) ds =

∫ v

4.0

v dv ⇒

[
10s − 0.2s2

]10

0
=

[
v2

2

]v

4.0

⇒

v = 13.3 ���

�



*�

��
�	 �� h

�� +�����! t∗

�� ,�!�����-��� v∗

a = −g ŷ �
���	�� ��� ���
��� ������	��� �����	�����
����"��	�� #���� ����� ���
�� �����	����� #�	�
$���� ����
���	�� ��� ���
��� $
���

%����	���� ������� x� ��$ y��&��� ��� �
���
���� ���	��� '
� #�	� ��� ������� ��� ��� �&���
����	��� ��$ ��� ����� $��	������� �
���� ����
��� �&������ ���� (� ���

)�	�� ��� �
��� ���� ���	��� ��� ��� #�	� $
�
��	�	���� ��� ������� ��� �
� #����� 
� �	� t = 0�

∴ ẍ = 0, ÿ = −g

ẍ = 0 ⇒ ẋ = C1 ⇒ x = C1t + C2

ÿ = −g ⇒ ẏ = −gt + C3 ⇒

⇒ y = −1

2
gt2 + C3t + C4

.�������������
��	

x(0) = 0 ⇒ C2 = 0

ẋ(0) = v0 cos α ⇒ C1 = v0 cos α

y(0) = 0 ⇒ C4 = 0

ẏ(0) = v0 sinα ⇒ C3 = v0 sin α

�



∴

⎧⎨
⎩x = v0 cos α t

y = −1

2
gt2 + v0 sin α t

/��0�� ���
�� ��! t = t∗ !�� x = l y = −h	

x(t∗) = l ⇒ t∗ =
l

v0 cos α
*	����	���� ��+

l ↑ ⇒ t∗ ↑ ��+

v0 ↑ ⇒ t∗ ↓ ��+

α =
π

2
⇒ ��� ����	� x = l� �� t∗ = ∞ ��+

y(t∗) = −h ⇒

⇒ −h = −1

2
g

l2

v2
0 cos2 α

+ v0 sin α
l

v0 cos α

∴ h =
gl2

2v2
0 cos2 α

− l tanα (1)

��

v∗ =
√(

ẋ(t∗)
)2

+
(
ẏ(t∗)

)2

ẋ(t∗) = v0 cos α

ẏ(t∗) = −g
l

v0 cos α
+ v0 sin α

�



∴ v∗ =

√
v2

0 cos2 α +
g2l2

v2
0 cos2 α

+ v2
0 sin2 α − 2glv0 sinα

v0 cos α
=

=

√
v2

0 +
g2l2

v2
0 cos2 α

− 2gl tan α
(1)
=

√
v2

0 + 2gh

*	����	���� ��+

v0 ↑ ⇒ v∗ ↑ ��+

g ↑ ⇒ v∗ ↑ ��+

h ↑ ⇒ v∗ ↑ ��+

�



1�

�����	 v = k
√

s

��
�	 |a|B− |a|B+ |a|C− |a|C+

a
(1.14)
= v̇︸︷︷︸

at

t̂ +
v2

ρ︸︷︷︸
an

n̂ ���"��	�� #���� 
� �
���	���� �������� �	 �
����

v ��� �"���	�� �� #���
����� s�

∴ |a| =
√

a2
t + a2

n

AB :

ρ → ∞ &������)�� ��������

∴ an = 0

at = v̇ =
dv

dt
=

dv

ds︸︷︷︸
k 1

2
√

s

ds

dt︸︷︷︸
ṡ=v=k

√
s

=
k2

2

�������2 %��������� #�$��� $
� � v = v

(
s(t)

)
�

∴ |a|B− =
k2

2

�



BC :

ρ = R

∴ an =
v2

R
=

k2s

R

at =
k2

2
��� -��3�

∴ |a| = k2

√
1

4
+

s2

R2

|a|B+ =
/

s = R
/

=

√
5

2
k2 (≈ 1.1k2) ,�������� �� ���������	���� ����� ��� �	���� �����

B �������� ��� �� �	�������� �� ������������

���� �	�� ���������	�����

|a|C− =
/

s = R +
2πR

4

/
=

√
1

4
+

(
1 +

π

2

)2

k2 (≈ 2.6k2)

-����� B+ ��$ C− 
� ρ ��������� ����� v �����

.����� ���� an� /������� at 
� ��������� �����


��� |a| ����

↑
4�� -)��!�!���

����

�



4-��� C :

ρ → ∞

∴ an = 0

at =
k2

2
��� -��3�

∴ |a|C+ =
k2

2

	



"��

�����	 y = 0.01x2

%�! A &x = 40 ��	

v = 10 ��� v̇ = 3.0 ���2

��
�	 |a| ��! A

a
(1.14)
= v̇ t̂ +

v2

ρ
n̂ ���"��	�� #���� 
� �
���	���� �������� �	 �
���� v̇

��$ v� �� ��� ���� ��� �������� ��� ��� #���
���

|a| 
� ��� �� ���� �����	������	�� ρ� *���� ���

����� �������� �	 �
���� �"����� ����0 r = r(x)


� �	����

∴ |a| =

√
v̇2 +

(
v2

ρ

)2

(1)

ρ =
1

κ
 !�� 
��
������ κ ��� ��

κ
(1.9)
=

∣∣∣∣dr

dx
× d2r

dx2

∣∣∣∣∣∣∣∣dr

dx

∣∣∣∣3
(2)

r = x x̂ + 0.01x2 ŷ �

∴ dr

dx
= x̂ + 0.02x ŷ

d2r

dx2
= 0.02 ŷ �−1

�




dr

dx
× d2r

dx2
= 0.02 ẑ �−1,

∣∣∣∣dr

dx
× d2r

dx2

∣∣∣∣ = 0.02 �−1

∣∣∣∣dr

dx

∣∣∣∣ =
√

1 + (0.02x)2 =
/

x = 40 �
/

= 1.28

&"� ⇒ κ = 0.0095 �−1

∴ ρ =
1

κ
= 105 �

5��������� � &�� ⇒ |a| = 3.15 ���2

��



�#�

�����	 v0 
�������

��
�	 an at

1	 �	��� 	� �������������� t̂ �
��� ��� #�����
�������� ��$ n̂ 	� ��� �����"�� 1	 �
��� 2 ����	�
��� 	 ����3� 2 �	���	���� �� t̂ �� ��� ��� ����� 	
�	���	�� ��� ������ β� *
���� #�	� $���	�$����
v = +Rβ̇ t̂�

�)� �	 	 ��
���� $��� ���� t̂ �	���� ����� ����� ��

�
������ ��"��� �	 ���� v = −Rβ̇ t̂� (�� ��� "���	��

�	�"��������� �
��� �	 �
���� ������ ��� ��4�	��� t̂

	 �	���	�� ��� ������ �	���� �� ��� ����3� �
������

63��� 3�-�� ���
���������� &���7� ⇒

an = Rβ̇2 (1)

β̇8 %"���� ���� 
� v = Rβ̇� /������� �"��� 	��� ���

�	� ����	���� �����	�� ��� $��	�������� ������� �����

������ ��$ �"��� $� ����� $���	�$�� 	 ����	�������

*� �	 �
���� ��� $��	�������� ������� ���� v0� ���

�	 �
���� �� ���� β̇�
�������� ⇒

1	 ��� 	� �"���� ����	���� �
�� y� ���� ��������� h

	 4�"��� ����� /������� h 
� �������� �����	����

��� �	� �	�����	���	����� �� �	 #�$���� 	��� �
���

h0� ��������

h = y + R cos β

/�!�!��������� ⇒

0 = ẏ − R sinβ β̇ (2) 1	 ����� ���
��� ���������� �������� β = β(t)�

9�� ẏ = v0 �� 
3��� �$��� � ����� �������

� �����
����! ��� ��$���2 %"��� $�� $���	�$���� ẏ 	 ����	������ ��$

$���	�$���� ẋ 	 $��	���������� *�� 
� #���

����	�������������� ẏ ��� ������������ ���

������� ����	���� $���	�$�� v0 �������� �"��� ��$

������ 	��� ��� �	� �����	�� �������� 	 ����	�������
∴ β̇ =

v0

R sin β
(3)

5��������� � &�� ⇒
��



an =
v2

0

R sin2 β

:��
��������� &���7� ⇒

at = v̇ = Rβ̈ (4)

β̈8

&"� ⇒

0 = ÿ︸︷︷︸
=0 �� ẏ �����

−R cos β β̇2 − R sin β β̈ ⇔

β̈ = −cos β β̇2

sin β

5��������� � &;� ⇒

at
(3)
= − Rv2

0 cos β

R2 sin2 β sin β
= − v2

0 cos β

R sin3 β
*	����	���� ��+

an > 0 ��+

at = v̇ < 0 �0 < β < 90◦� 	���#
� ��� �"���� ����
�	������ %"��� $�� $��� �	��� �� $���	�$�������
������ v0 	 ����	������� (�� β = 90◦ $�� �"���
	���� $��	������� $���	�$������������� �	���� ���
$�� 	���� ��� ��� β = 90◦� .����� ����� ������
�	���� �
� �"��� �
���� �	� β = 90◦�

��



""�

�����	 r = t2 x̂ +
2

3
t3 ŷ �

��
�	 6��
����������3�� ����

rC !$ t = 1 �

rC
(1.12)
= r + ρ n̂ (1) '
� ����� �	 �� ���� �����	������	�� ρ ��$

�������	���	���� n̂�

1	 �
���� r = r(t)� �� �	 ��� �� ���� v ��$ a �	� t =

1 �� �
� �	 $�� v� �
���� �	 
��� ��������	���	����

t̂ �������� v = v t̂� -�� t̂ �
�� ��� �	 �� ���� n̂

��$ ρ ��$��� ��� "��
����� a ��$ ��� ����
���

"��� ���� ��� ���������	���� 	 ����!��

r = t2 x̂ +
2

3
t3 ŷ � ⇒

v = ṙ = 2t x̂ + 2t2 ŷ ���

a = v̇ = 2 x̂ + 4t ŷ ���2

t = 1 � ⇒

v = 2 x̂ + 2 ŷ ��� (2)

a = 2 x̂ + 4 ŷ ���2 (3)

v = v t̂ �$ &"� ⇒

v =
√

8 ��� (4)

t̂ =
1√
2

(x̂ + ŷ) (5) t̂ ����� ���� ��� ��$��������� ��� $�� ����� �	��

��	�� ��� v �������� v = v t̂�

��



a
(1.14)
= v̇ t̂ +

v2

ρ
n̂ (6)

&7� ⇒ v̇ = a · t̂ !�� a �� t̂ ��� � &*� �� &<�	

v̇ = a · t̂ = (2 x̂ + 4 ŷ) · 1√
2

(x̂ + ŷ) =
6√
2

∴ v2

ρ
n̂

(6)
= a − v̇ t̂ = 2 x̂ + 4 ŷ − 6√

2

1√
2

(x̂ + ŷ) =

= −x̂ + ŷ =
√

2︸︷︷︸
v2
ρ

1√
2

(−x̂ + ŷ)︸ ︷︷ ︸
n̂

1	 ���	��� 	 �	��� ������ �� (v2/ρ) n̂ ��� �� ����
�

������ �� ��$���������� *
���� ��� " ��$�������

���� 	����	4���� ��� n̂ ��$ ����
��� ��� v2/ρ�

∴ v2

ρ
=
√

2 ⇔ ρ =
v2

√
2

(4)
=

8√
2

= 4
√

2 �

n̂ =
1√
2

(−x̂ + ŷ) ,�� �	� #�� 
� n̂ ⊥ t̂�

5��������� � &�� ⇒

rC = r + ρ n̂ = x̂ +
2

3
ŷ + 4

√
2

1√
2

(−x̂ + ŷ) = −3 x̂ +
14

3
ŷ �

��



;�

�����	
(x

a

)2

+
(y

b

)2

= 1

a > b > 0

v = v0 
�������

��
�	 |a|���

a = v̇︸︷︷︸
=0 ��

v=v0 �����

t̂ +
v2

ρ
n̂ =

v2
0

ρ
n̂ (1) 5���� ��� ������ ���������	���� 	 ��� ���"��	��

#���� ��� �	� ���� ���� ��� ������ 
� ��������� ���

������ "��� �� ��� ���������	����� �������� )� �	 	

��
���� �	���� �������� ���������	���� 	 ������	���

�����	����� ��"��� �	 	��� �	�� ������ �� ��� ������

����	����� ������� 
� ��� �������

∴ |a|��� !�� 
��
�������!��� ρ �� ������� 

!����� !�� 
��
������ κ �� ��� ������

&ρ = 1/κ� �����$ ��! A &����� B��
6���� 7��
����7 " ���� �	� A �������� a > b�

&�� ⇒

|a|��� =
v2

0

ρA
(2) (�� ��� #���
��� |a|��� ��� �	 �
��� ��� ��� ���

������	�0
�� �� ���� �����	���� �	� A ����� ���
��������	���� #���� ���	��{

x = a cos θ

y = b sin θ,

��$ ���
��� ���8��
��� �	�����	���� ��� �	��� "��� ���� ��� #���� ���
�������

1	 �
��� $
� ��������	� ����

.����� a ����� ��� ��!�!������� 3�����
��

-�� �����	

2x ẋ

a2
+

2y ẏ

b2
= 0 1	 ���
���� ���������� �������� x = x(t)� y =

y(t)�

�������� ����	

2ẋ2

a2
+

2x ẍ

a2
+

2ẏ2

b2
+

2y ÿ

b2
= 0 (3)

��



%�! A �� x = a

y = 0

ẋ = 0

ẏ = v0

n̂ = −x̂ (4)
n̂ �	���� �	 ��� �����	��������"��

&*� ⇒

2ẍ

a
+

2v2
0

b2
= 0 ⇔

ẍ = − a

b2
v2

0 (5)

ÿ8

(1) ⇒ a =
v2

0

ρA
n̂

(4)
= −v2

0

ρA
x̂ (6)

∴ ÿ = 0

a = ẍ x̂ + ÿ ŷ
(5)
= −av2

0

b2
x̂ (7)

∴ |a|��� =
av2

0

b2
*	����	���� ��+

a = b = R ⇒ |a|��� =
v2
0

R
� �� � �	�����������+

��



����	

&7� &'� ⇒ ρA =
b2

a
� a = b = R ⇒ ρA = R� �� � �	����+

��


