
���
�����	 R = 80 


���	 v��� �� �� �������

����� ����	�
� �	��
���� �� ����� �� �	��


���
���� N = 0� �� �����
� ������ ��� 
�����

������� ��� N 	�� �	���	����
� ��� N = 0�

������� �����	 ������	 ����� ����� ������������� �� ��� ������
��


�� �����
 
������
��	��� � �
������
 �
��� ������

���� ! ������ � �	���
 �		����
���!�

������ ��� ������ F = ma	

↓: mg − N =
mv2

R
⇔

N = mg − mv2

R
> 0 ⇔ ����� �� � �	��
�� �� ����� 	 N > 0�

v <
√

Rg

∴ v��� =
√

Rg = 29 
 � = 29 · 3.6 = 101 
 !

�



�"�

�����	 θ̇ = ω �������

���	 ω��� �� �� ���#�� ����
�����	��� ��� 
�� 
��������� ���� ��
 ����
 �� 
��
|F ��| ≤ μsN ������ �"��#!�

$�� 
�� ����
 �����
 ����
 ���	�������� ω
���� �� ������ ����� �
 ��
 ������	����
���� F ��

	�� �	�
���
���� N �������� 
���$%����	

������	 
��������� ����� ������������� �� ���
������� 
�� �����
 
������
��	��� � ��� �
������

�
��� ������ ����%! ������ � �	���
 �		����
���
������ ���"&!!� ���
��	� ����%! �� ������
�� ��
��� 
�����
 ��������� ���� ! ������	 �� �����
�������
��������� θ̇ = ω' ���� �
���� v�

( ��� �
�� 
��������� ���� ������ ���' �
� ���
����� ������
� 
������
��	��

$��� 
������ "�) �
� �� ������*
� ��� ���*
���
��
���� ��� ��+ �������
���� mg �
� �	��
��
���
���� �� ������	� �N ' F ��!� ,�������
 
�� �����
��	����
���� ���' ���� 
�����' �
� �
 �	�������

�	�	������ ���� � ẑ���� 	�� � t̂�����

������ ��� ������ F = ma	

↑: F��,z−mg = 0 �
 ���� ���#�� ��� (1)

⊗ : F��,t = mRθ̈ = 0 (2)

←: N = mRω2 (3)

�&�� ���⇒ |F ��| =
√

F 2
��,z + F 2

��,t = mg (4)

���#�� �� �
 |F ��| ≤ μsN � ������ �"��#!�

�'�� �(� ⇒

	



mg ≤ μsmRω2 ⇒

ω ≥
√

g

μsR

∴ ω��� =

√
g

μsR
-�����	��� 	�.

μs ↓ ⇒ ω��� ↑ 	�.






((�

�����	 θ̇ = ω �������

A ��# P � ���� ⇒ F�� = F0

���	 k �� � ����� ��# Q�
/����� A �� � �	��
�� �� �
�� 	 �	��


���
���� N1 �� ������ ���� �
�� ���������

N1 > 0� �� ������� ������ ��� 
����� �������

�� N1 	�� �	���	����
� ��� N1 > 0�������� �%���� ��� #�� �� ��# Q	

������	 �� ������ �
��� �	� � �	���

�		����
���' �����
� �� A+� 
������
��	� � *���
����
 �		����
��� ������ ���"0!�

$��� 
������ "�) �
� �� ������*
� ��� ���*
���
��
���� ��� ��+ �������
���� mg' �*������
����
�
� �	��
����
���� ��
� ������	� �N1' N2'
N3!' ��� N1 �� �	�
���
���� ���� �
��'
N2 �� �	�
���
���� ���� 
��� �
� N3 ��
�	�
���
���� ���� �	�����

$*������ �	���������� ��� 
��� ���� � ���� OQ
�
��
� �� δOQ' �� 
�� �*������
���� �� kδOQ�

������ ��� ������ F = ma	

r̂ : N1 − kδOQ = m(r̈ − rθ̇2) (1)

$�� 
�� �� ��
 N1' ���� �� ����� �����
 δOQ

	�� r̈� �� ���*
� �� r̈' ������ �
� �����
�

������	 �� ������ r = r(θ) �
� θ̇ 	�� θ̈�r̈)

r = r0(2 + cos θ) ⇒

ṙ = −r0 sin θ θ̇ = −r0 sin θ ω︸︷︷︸
�����

1��*��������

r̈ = −r0ω cos θ θ̇ = −r0ω
2 cos θ (2)

�



δOQ)

�� ������ �*������
���� �� ������ �� ��� P� -���


��� 	�� ������ �*������ �	���������� δOP �� ������

�� ��� P� -������� �
� �*������ �	���������� δOQ

��� ������ �� ��� Q �����
� ������	 �� �
�

������
 ��� r ����
� ���
� P 	�� Q�
*�# �%���� ��# P �� +��#����+��� kδOP = F0�

∴ ,�$��-.������ δOP =
F0

k
(3)

*�# A ��# P �� r = r(θ = 180◦) = r0(2− 1) = r0

*�# A ��# Q �� r = r(θ = 0) = r0(2 + 1) = 3r0

$*����� �� 
����� 3r0 − r0 = 2r0 �	��
�� ��� Q
�� ��� P' �� �*������ �	���������� ���� �
�
 2r0

������ ��� Q �� ��� P�

∴ ,�$��-.������ ��# Q �� 3r0− r0 = 2r0

������ �� ��# P 	

δOQ = δOP + 2r0

�'� ⇒

∴ δOQ =
F0

k
+ 2r0 (4)

���������� �� ���� �(� � �&� ⇒

N1 = k

(
F0

k
+ 2r0

)
+ m

(−r0ω
2 cos θ︸︷︷︸

1

− 3r0ω
2
)

=

�



= F0 + 2kr0 − 4mr0ω
2 > 0 $���	�
� ���� �	��
���� ��� Q 	 N1 > 0�

∴ k > 2mω2 − F0

2r0
-�����	��� 	�.

ω ↑ ⇒ k ↑ 	�. �/����� ���� �����
� ���� ����
�

�	�
��	���� -�� ������ �� ����� ��
�� �*���� ���


�� ��������
 ����
 	 ω �� ��	��!

�



(/� �����	 ������� � �����

θ̈ = α �������

���	 0���� ���� N �����

���#��� ( ������
���� 
�� ��� ��
 ���*
 ����
 ������ ������

�"��#! |F ��| = μsN � $�� 
�� ����
 �����
 ���

��� ���*
� ����
' ���� �� 
����� ����� ����
 �� �����

��	����
���� F �� 	�� �	�
���
���� N �������� 
-���� ��# ��#�-.��� ����� θ �����

#�� ������ ���#�	

(��
� ����� ���*
� ����
' ����� ��� �������������
�� �
���� R� -�� �� ������ ������� 
�� �����


������
��	��� � ��� �
������
 �
��� ������ ����%!�
�� 
������� ����%! � ������� ��� ��� 
�����

��������� � ���� ! ������	 �� ������ θ̈�

,�������
 
�� ���������� �� ������	����
���� ����

�� ����� �� ��� ������ �� ��� �	�	������ 
� �����

��	����
����+ F��,t 	�� F��,n' �� 
�������� "�&�

������ ��� ������ F = ma	

n̂ : F��,n = mRθ̇2 (1)

t̂ : F��,t = mRθ̈ = mRα (2)

ẑ : N − mg = 0 (3)

�'� ⇒ N = mg

�&�� ��� ⇒

|F ��| =
√

F 2
��,n + F 2

��,t = mR
√

θ̇4 + α2

�



1����� ���#� #� |F ��| = μsN ��# ������

θ = θg �#� θ̇ = θ̇g�	 ������ �"��#!�

mR
√

θ̇4
g + α2 = μsmg ⇔

θ̇4
g + α2 =

(μsg

R

)2

⇒

θ̇2
g =

√(μsg

R

)2

− α2 (4) �� ����� 
��
��� �
�� N ���
� ��� ���*
� ����
�
-�� �
� �� �����
 ���	 
�� ����� ������

������� θg �� ��� ���*
� ����
�

������	 �� ������ θ̈ = α �
� θ̇ = θ̇g �� ���
���*
� ����
' �
� �� 
�����
 �
����	�� �
�� ��� 
��
�� ��
 ������� θ = θg �� ��� ���*
� ����
�

2�������� ����� �&��/�	

θ̈ dθ = θ̇ dθ̇ ⇒
∫ θg

0

θ̈︸︷︷︸
α,

�����

dθ =

∫ θ̇g

0

θ̇ dθ̇ ⇒

αθg =
1

2
θ̇2
g ⇔

θg =
1

2α
θ̇2
g

∴ Ng =
θg

2π
=

θ̇2
g

4πα

(4)
=

1

4π

√(μsg

Rα

)2

− 1

-�����	��� 	�.

μs ↑ ⇒ Ng ↑ 	�. �2���
�� 
�� ����
 ��
�' *� ������
μs ���!

α ↑ ⇒ Ng ↓ 	�. �3���
�� 
�� ����
 ��
�' *� �����

������
������
��	� ���!

�



(3�

�����	 4��$$�� ��# t = 0�

���	 �� 4������ ����������

�� vA

������� ����� $� ��#�-.���� ������# r +���

O �+��� ��$$��	

����� ������� ����
� 
�������� r ���
� ��
���
	�� O� -�� �� ������ ������� 
�� ���
 �� �	���

�		����
��� r 	�� θ ��� 
�� �������
 ��
���� �����
4������
��	��� � �	���
 �		����
��� ��� 
� ���"0!�

,�������
 
�� ���������� ��� �	�
���
���� �� ��
�

��� ���� 
��� OA ���� �� ����� �� ��� ������ ��

��� �	�	������ 
� ����
+ N1 � ������
���� 	�� N2

� θ̂����' *���� 
�������� "�&�

������ ��� ������ F = ma	

r̂ : 0 = m(r̈ − r θ̇2︸︷︷︸
ω2

) ⇔

r̈ − rω2 = 0 (1)

1��-������������	 $�� 
�� ����
 ���
 ����
 ��5������
����
��	�'
������ ���� ���������������	����

6
� ������� ������ ��� t = 0 �� r = R� 7����� ����

������� �� r �	���
��' �� ṙ(t = 0−) = 0� 4�������

������ 
� ������ 	��
�
� *� ����� ���5 � �
����� ���

��� ��
���' �� ṙ(t = 0) = 0�

r(t = 0) = R, ṙ(t = 0) = 0

�



��

v
(1.24)
= ṙ r̂ + r θ̇︸︷︷︸

ω

θ̂ (2) 8
��������� � �	���
 �		����
��� ��� 
� ���" !� ���

A' r = 3R' ������ �� 
��� ��	 ṙ�

ṙ) �� �
� �����
 ṙ ��� r = 3R ���
� �
����	��

�
�� ������	 �� ������ r̈ = r̈(r) 	�� ṙ ��� r = R�

2�������� ����� �&��/�	

r̈︸︷︷︸
(1)
= rω2

dr = ṙ dṙ ⇒

∫ 3R

R

rω2 dr =

∫ ṙA

0

ṙ dṙ ⇔

ω2

2

(
9R2 −R2

)
=

1

2
ṙ2
A ⇔

ṙ2
A = 8R2ω2

��� ⇒

|vA| =
√

ṙ2
A + (3Rω)2 =

√
8 + 9 Rω =

√
17 Rω

-�����	��� 	�.

��



'5�

���	 �� F��� �� �� ���#��

�� aA �.! aB #� ���#��

�����	��� ��� 
�� ��� ���� ��
 ����
 ���
� ��	��
��


�� ������ �"��#! 
�� |FA| ≤ μsNA' ��� FA 	�� NA

�� ������	��� ���������� �	�
���
���� �� ��	�� A
���� ��	�� B� $�� 
�� ����
 �����
 
9�
�

������
�� F��� ���� �� ������ �
 ��
 FA 	��

NA�

������� A �.! B	

������	 ��� ��� ���� ������ ���
� A 	�� B' �
�
��	��
��
 ��� �	 �� ���
 ��	�� �� 
��
� mA+

mB� 1�	��
��
� �����

 
������
��	� �
��
�

a� :��	 
�� �����
 ;�<�	� (( ��� A + B ��� ��

��
 a �	 ������	� 
� ������
���� F � =����
� ��

�������� ;�<�	� (( ��� A ��� �� ��
 FA 	�� NA

�	 ������	� 
� ������
���� F �

������ ��� ������ F = ma	

→: 2F = (mA + mB)a ⇔

a =
2F

mA + mB
(1)

��



������� A	

������ ��	

→: 2F − FA = mAa (2)

↑: NA − mAg = 0 (3)

��� ⇒

FA
(1)
= 2F −mA

2F

mA + mB
= 2F

mB
mA + mB

�'� ⇒

NA = mAg

���#�� �� �
 |FA| ≤ μsNA ⇔ ������ �"��#!�

2F
mB

mA + mB
≤ μsmAg

∴ F��� =
μsmAg

2mB
(mA + mB) -�����	��� 	�.

μs ↑ ⇒ F��� ↑ 	�.

mB → ∞ ⇒ F��� =
μsmAg

2
' 	� �� ��� �� ������

�
��� �	 ��� �� A ������ �� ��� >9� ������
��

�	



��

������� A	

������	 ��� ������ �� ������ �"���! FA = μkNA'

�� FA 	�����
� �����
����������

������ ��	

→: 2F − μkNA = mAaA

↑: NA − mAg = 0

∴ aA =
2F − μkmAg

mA
, → -�����	��� 	�.

F ↑ ⇒ aA ↑ 	�.

μk ↑ ⇒ aA ↓ 	�.

�




������� B	

FA �� ��� ������ ;�<�	� (((' �"�?!' ���
 ��	� �	

	�� 	�����
� FA �� ��	�� A�

������ ��	

→: μkNA = mBaB

∴ aB =
μkmAg

mB
, → ,���	���� 
� F ' 	� �� F ������
� ���� B ������

��� ��� �������� ��
 ������	����
���� μkmAg!�

��



(6�

�����	 t = 0	 r = r0� ṙ = 0

θ̇ = ω �������

���	 ���
����+� N +���

������

������� 
���$%���� $� ��#�-.���� ������#

r +��� .����%
	

r 	�� θ �� �	���
 �		����
��� �	 
����

���������� ����� -����� �����
� �� 
������
��	�
��� � *��� ����
 �		����
��� ������ ���"0!�

7� 
��������� ����
� ������� mg' �	��


���
���� N ���� ��	���� 	�� �	�
���
���� N1

���� ��� �	���	�����
 ������
����

������ ��� ������ F = ma	

r̂ : 0 = m(r̈ − rθ̇2) (1)

θ̂ : N = m(r θ̈︸︷︷︸
0

+ 2ṙ θ̇︸︷︷︸
ω

) (2)

ẑ : N1 − mg = 0

��� ⇒ N = 2mωṙ (3)

ṙ) $�� 
�� �� ��
 N = N(t)' ���� �� �����


ṙ = ṙ(t)' ������ �� �
� ���
 ���
� ��5������
����
�

��	��� � ��!�

��



�&� ⇒

r̈ − rω2 = 0

4����������� �������	 p2 − ω2 = 0 ⇔
p = ±ω

3� 
�
����������

∴ r(t) = C1e
ωt + C2e

−ωt (4)

ṙ(t) = C1ωeωt − C2ωe−ωt (5)

1��-������������	

t = 0 ⇒ r = C1 + C2 = r0

ṙ = C1ω − C2ω = 0

∴ C1 = C2 =
r0

2

���������� � �(� ⇒

r = r0 cosh ωt (6)

ṙ = r0ω sinh ωt

�'� ⇒ N = 2mr0ω
2 sinh ωt (7) -�����	��� 	�.

ω ↑ ⇒ N ↑ 	�.

��



N = N(r))

cosh2 ωt− sinh2 ωt = 1 8�����	����
 ���
��

∴ sinh2 ωt = cosh2 ωt− 1
(6)
=

(
r

r0

)
− 1

�6� ⇒

N = 2mω2
√

r2 − r2
0 -�����	��� 	�.

0���	 $�� 
�� �� ��
 N = N(r) ������*
�� �� 
��

�� ���
� ������ N = N(t)� 4�����
���� �
� ��

�����
 N = N(r) ������ ��
� 
�� ��
��
 ��

����� ���	 
�� 
�����
 �
����	�� �
���2�������� ����� �&��/�	

r̈︸︷︷︸
rω2

���� ���

dr = ṙ dṙ ⇒

∫ r

r0

rω2 dr =

∫ ṙ

0

ṙ dṙ ⇔

ω2

2

(
r2 − r2

0

)
=

1

2
ṙ2 ⇒

ṙ = ω
√

r2 − r2
0

�'� ⇒
N = 2mω2

√
r2 − r2

0

��


